Philipp-Melanchthon-Gymnasium Bautzen

Termine:

LK Mathematik 11

Beschidftigungsaufgaben LK Mathematik 11

Woche 31.03.25 - 04.04.25

Zeitbe-
darf

Aufgaben
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1 Erarbeitung

Informieren Sie sich mit Hilfe der zur
Verfiigung gestellten Materialiensamm-
lung (ab Seite 3) Gber die Mdglichkeiten
der Lagebeziehung zwischen Geraden im
Raum.

Erganzen Sie das Untersuchungsschema
auf Seite 2 und Gbernehmen Sie dieses
Schema in Ihr Merkheft.

2 Was versteht man unter einer ,Gera-
denschar"? Unterscheiden Sie die Be-
griffe ,Geradenblischel" und , Geraden-
bindel". (Merkhefteintrag)

© Materialsammlung S. 3/4/5

© Schema zur Untersuchung von
Lagebeziehungen S. 2

© Erklarung des Vorgehens bei Untersuchung
der Lagebeziehung

3h

Ubung/Festigung
© Ldésen von Ubungsaufgaben ohne
HM
© Lésen von Ubungsaufgaben mit
HM
© Weitere Ubungen nach eigenem
Bedarf

© Materialsammlung S. 6/7

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)


https://www.youtube.com/watch?v=S9m44EDVQ6M
https://www.youtube.com/watch?v=S9m44EDVQ6M
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SCHEMA

Gegeben sind zwei Geraden g und h im R3:
g: X=p+r-a h: x=qg+s-b

Frage 1: Welche Beziehung besteht zwischen den Richtungsvektoren?

Ist ;:t‘B sind also a u"‘dAB/\?A
Ja nein
dann gilt.....oooiii dann gilt....oooe i

Frage 2: Sind die Richtungsvektoren a und b auch kollinear zu ;—9—5

N

ja nein nein

dann gilt............... dann gilt................. danngilt........ooooieinni, danngilt.......cooooiieiiiiins

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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Material zu Aufgabe 1

Zwei Geraden in der Ebene sind entweder zueinander
parallel, d. h., sie haben beide die gleiche Richtung,
sind im Sonderfall sogar identisch, oder sie schneiden
einander in genau einem Punkt (siehe S. 153).

Auch Geraden im Raum konnen parallel zueinander
sein oder einander schneiden. So sind in der Abbildung
der Dacher h; und h, zueinander parallel und g; und

g, schneiden einander in einem Punkt.
Wihrend in der Ebene nichtparallele Geraden in jedem Fall einander schneiden,
kommt im Raum eine weitere Lagebeziehung hinzu: Geraden, die weder zueinander
parallel sind noch einander schneiden, heifden zueinander windschief. So sind von
den abgebildeten Geraden beispielsweise g; und h; windschief zueinander.

d1. 92 in der Ebene im Raum
Richtungs-
vektoren sind
parallel g7 und g5 sind parallel
zueinander.
Richtungs- g1 und g, ® g, und g,
vektoren sind schneiden schneiden
nicht parallel einander in einander in
genau einem genau einem
Punkt. Punkt.
sind wind- X

schief zueinander.

Um zu untersuchen, ob zwei Geraden zueinander windschief sind, ist es am giinstigs-
ten, die anderen beiden Lagebeziehungen auszuschliefien. Ein erstes Kriterium wird
immer sein, Parallelitdt zu erkennen oder auszuschliefien. Eine entsprechende Aussage
lasst sich aus den Richtungsvektoren der Geraden gewinnen.

Parallelitéit von Geraden
Zwei Geraden g und h der Ebene oder des Raumes sind genau dann parallel
zueinander, wenn ihre Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind.

Zusitzliche Informationen erhilt man, indem man aus den Geradengleichungen ein
Gleichungssystem aufstellt und dieses 16st. Besitzt das Gleichungssystem

e genau eine Losung, dann schneiden die Geraden einander,

o keine Losung, dann sind die Geraden echt parallel oder zueinander windschief,

» unendlich viele Lésungen, dann sind die beiden Geraden identisch.

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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Lageuntersuchungen
Um die gegenseitige Lage der Geraden g und h mit g: X = (;) +t (i) bzw.
h: x= (:i) +t (g) zu untersuchen, werden zunichst die Richtungsvektoren ;{g = (i)

und ap = (g) verglichen. Diese Vektoren sind keine Vielfachen voneinander. Somit sind
g und h nicht zueinander parallel, d. h., sie miissen - da es Geraden der Ebene sind -
einander in einem Punkt S schneiden. Bezeichnet man dessen Ortsvektor mit ;S, SO
muss es reelle Zahlen t; und t, geben, sodass gilt:

;ES = (51;) +4 (i) bzw. §S = (:i) +1, (g)

Nach Gleichsetzen und Zusammenfassen ergibt sich hieraus ein Gleichungssystem mit
zwei Gleichungen und zwei Variablen:

(I) 1+2t;=-1+2t, bzw. 2ty - 2ty = -2

(I1) 3+4t; =-1+3t, 4ty -3ty =-4

Dieses Gleichungssystem besitzt die Losungen t; = -1 und t, = 0. Die Koordinaten des
Schnittpunktes ergeben sich dann durch Einsetzen von t; in die Parametergleichung
von g bzw. von t, in die Gleichung von h:

Xg = (é) +(-1)- (i) = (j) +0- (g) = S(-1;-1)

Windschiefe Geraden
Zwei Geraden g und h im Raum seien folgendermafien gegeben:
- 1 0 - (2 1
g:x:z+t(1 h: x=|3 +t(0
0 1 0 0

Die Richtungsvektoren von g und h sind offensichtlich keine Vielfachen voneinander.
Demnach sind die Geraden nicht zueinander parallel.

Um einen eventuellen Schnittpunkt zu berechnen, werden die beiden Parameter-
gleichungen gleichgesetzt. Dabei sind die Parameterwerte zu unterscheiden.

Wir verwenden s und t und erhalten:
(D) 1=2+t = t=-1

1 0\ (2 1
2|+s|1|=(3[+t]|o bzw. (Im) 2+s=3 = s=1
0 1/ \o 0

(m) s=0

Die Rechnung ergibt einen Widerspruch. Das bedeutet, dass es keinen gemeinsamen
Punkt der Geraden, also keinen Schnittpunkt, gibt.

Aus beiden Uberlegungen folgt, dass g und h zueinander windschief sind.

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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LK Mathematik 11

Die folgenden Abbildungen stellen jeweils eine Geradenschar dar.
Bild @ zeigt eine Schar paralleler Geraden der xy-Ebene, die Bilder @ und ® Geraden
mit jeweils einem gemeinsamen Punkt. Die Schar in Bild @ heif3t auch Geraden-

biischel, die von Bild ® Geradenbiindel.

@

@

yi yi
\\ T Y0
1 1+
\ 0\1 DN of 1/ %
X
\ \939 oo
\91 92 P

91 J6

93 '0s 9s

Analog zu den aus der Analysis bekannten Funktionsscharen konnen auch Geraden-

scharen durch Gleichungen beschrieben werden. Um einzelne Geraden der Schar un-

terscheiden zu konnen, wird auch hier ein Scharparameter eingefiihrt.

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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a)

g:

b)

g.

c)

LK Mathematik 11

Material zu Aufgabe 2 — Ubung/Festiqung

Untersuchen Sie (ohne HM) die Lagebeziehung der folgenden Geraden:

R . . , Tivp vom Mathelehrer
x=| 1 |+r] 1 h: x=| -3 |+s| =2 Rechnerisch ist fo@endé Variante sehr eﬁ(eﬁtiv:

1 3 2 -6

Rechnung 1:  Untersuchung der Geraden auf

) ) 5 (4 5 Schnitt
x=| =2 |+r| 1 h: x=| -2 |+s| 2 Rechnung 2:  Liegt kein Schnitt vor, dann Untersu-

1 -3 2 -5

cﬁung der ’Ricﬁtungsveﬁtoren nach den

B 5 0 B 1 4 Maglichkeiten ,parallel,, oder ,wind-
x=| -1 |(+r| -2 h: x=| 0 |+s| 1 scﬁief‘.

3 1 -2 2

Vorgehen bei der Untersuchung der Lagebeziehung von Geraden mit dem CLASSPAD 2

Geradengleichung
speichern als g(t)

O Edit Aktion Interaktiv

- -
05 1

T 1. 1 11 |
h?T > H-:\:]I\""l‘ ELL’I v { | v

4 -3 1 1
define g(t)=|2 |+tx|1 define h(u)=l3 +uxlol
1 -3 -2 5

done

Geradengleichungen
speichern als g(t), h(u)

& Edit Aktion Interaktiv
"'L;I‘ >I:1:::]]\nan"_l‘./] v{ t 'v

pp—

done

Wir priifen, ob sich die Geraden g(t) und h(u) schneiden.

4 -3 1 1
g:i’:<2>+t-<1>, h:i’=<3>+u- 0|
1 -3 -2 5

Die Gerade g ist noch als Vektorfunktion g(t) gespeichert.
Die Gerade h(u) wird noch definiert. Wir setzen beide
Funktionen gleich und I6sen die Gleichung fiir die Variab-
lentundu. t=1,u=0.

Der Schnittpunkt lautet S (1|3 | -2 ). Das priiff:n Wir d.ufch
Einsetzen der gefundenen Parameter in die jeweilige

Lésen Sie gemalB dieser Vor-
gehensweise die Aufgaben
a), b) und c) und vergleichen

Geradengleichung.
& Edit ;ArmlonY m!e:akm; . - solve(Vektorgleichung,
S e Hba ] sime | /0 v [ 45| v {Variablel, Variable2})
solve(g(t)=h(u), {t,u})
teel, vl Wichtig!
g(l)
1 Ab 2 Variablen miissen
3 diese in geschweifter
Klammer {} eingegeben
=2 werden!
h(0)
1
3
[ -2

Sie die Ergebnisse.

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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Zum Weiteriiben

1 Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden gund h.
Ermitteln Sie gegebenenfalls den Schnittpunkt.
. e[ -4 2 ce=(1 3 | 4
a) g x_(_0,5)+t(1) b) g x_(_1)+t(2) c) g x_(0)+t(_l)
h: §=(g)+t('23) h:§=(‘{)+t(:g) h: 3x+12y+3=0
- (1 3 - (1 1 - (1 0
d) g x= -2)+t 1) e) g x= 0)+t -2 f) g x= 1)+t(0
0,5 -2 -1 3 1 3
- [2 1,5 - (-5 4 - (2 1
h: x= 1)+t 0,5) h:x= 6)+t—2 h: x= 0)+t(3
1 -1 -8 1 1 2
2 Wie muss der Parameter a gewdhlt werden, damit g und h zueinander parallel sind?
a) gx=(z)+t| 1) nX=(1)+tld] b gR=()+e(l) mx=(Y)+e[)
S P al oo 3 : 1 a) SR v 3

o gx=(()re() BX=(f)ee(s) @ gR=(eef) mX=()ee(3)

3 Durch je zwei Eckpunkte des abgebildeten Quaders

sind Geraden festgelegt. I-: G
a) Geben Sie moglichst viele Geraden an, die zur E : F
Geraden durch die Punkte A und B windschief D e --Jc
verlaufen. il
A B

b) Geben Sie Gleichungen der zueinander wind-
schiefen Geraden von Teilaufgabe a an, wenn der Quader durch die Punkte

D (0; 0; 0), A(5; 0; 0), C(0; 8; 0) und H (0; 0; 3) festgelegt ist.
4 Ermitteln Sie die Durchstofipunkte der Geraden g mit den Koordinatenebenen.
é i) b) g: X= -32)+t(0)
0 - 1 3

a) g x=|2|+t +t c) g X=

2
5
0

3
0
1

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)
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Zum Weiteriiben - Losungen

1 a) Die Geraden schneiden einander im Punkt S: S (%, 1 §)

7
b) Die Geraden sind identisch.
c), d) Die Geraden sind echt parallel.
e) Die Geraden schneiden einander im Punkt S.

f) Die Geraden sind windschief.

2 a) a=3 b) a=3 c) az0 d) a=-2

3 a) CF; CG; CH; CE; DF; DG; DH; DE; GE; GF; HE; HF

- [0 5 -~ [5 - [0 0
b) CF: x=(s +t(0 DF: X=t(8) CG: x=|8 +t(0)
0 3 3 0 3
~ [0 - [0 0 -~ [0
DG: X=t(8) CH: X=(8)+t(—8) DH: x=t(0)
3 0 3 3
~ [0 5 -~ (5 - [0 5
CE: x:(8)+t(—8) DE: x:t(o) GE: x=(8)+t(-8)
0 3 3 3 0
~ [0 5 ~ [0 5 - [0 5
HE: x=(o)+t(0) GF: X=(8]+t(0) HEF: x=(0)+t(8)
3 0 3 0 3 0
a a) xy-Ebene (z=0): t=0; Syy(1;2;0) b) xy-Ebene (z=0): t=0; Sxy(Z; 5;0)
xz-Ebene (y=0): t=-2; S,(-1;0;2) xz-Ebene (y=0): kein Durchstof§punkt (g || xz-Ebene)
yz-Ebene (x=0): t=-1; S,(0; ;1) yz-Ebene (x=0): t= —%; SYZ(O; 5; -%)

c) xy-Ebene (z=0): t= —%; Sxy(3; -2;0)
xz-Ebene (y = 0): kein Durchstof3punkt (g || xz-Ebene)
yz-Ebene (x=0): kein Durchstofpunkt (g || yz-Ebene)

(Quelle: Mathematik. Gymnasiale Oberstufe Sachsen. Jahrgangsstufe 11 Paetec-Verlag 2006)



