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EXTREMWERTPROBLEME – eine Anwendung der Differentialrechnung
[image: ]


Allgemeines Vorgehen beim Lösen von Extremwertproblemen
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Anwendung des Vorgehens beim Lösen eines speziellen Extremwertproblems
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Schrittfolge beim Losen von Extremwertaufgaben

Ein Kanal der Stadtentwisserung soll einen Querschnitt
von 2 m? haben und aus einem Rechteck mit aufgesetztem
Halbkreis bestehen. Der Querschnitt soll eine Mindesthéhe
von 1,20 m besitzen.

Welche Mafie muss der Kanal aufweisen, damit zu dessen

Bau moglichst wenig Material bendtigt wird?

(1) Aufstellen der Zielfunktion

Die Grundidee fiir die Modellierung lautet:

Méoglichst wenig Material heif$t moglichst kleiner Umfang. Demnach muss der Umfang
des Kanalquerschnittes minimal werden.

Die Zielfunktion lautet: u(a,b,r)=a+2b+ar

(2) Angabe von Nebenbedingungen
Die Nebenbedingungen sind: a=2r und a-b+ %:rtr2 =2, b+r>1,2
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(3) Einsetzen von Nebenbedingungen in die Zielfunktion

Esistu(b,r)=2r+2b+mr und 2r-b+= :rtr2 2 bzw. 2b= ———J‘[r

Als modifizierte Zielfunktion erhalten wir:  u(r) =2r + % + Em'

(4) Festlegen des Definitionsbereiches relR; re ] 0; \/% [

(5) Ableiten der Zielfunktion

u(r)=2r+2rl+ %J‘[r = u'(r)=2-2r2 +%J‘[ —£+ 2+t2% u"(r) _—
(6) Bestimmen des lokalen Extremums
itungg -2+Z%+2= =2 ;=22
Nullstellen rg, der 1. Ableitung: Stgt 2=0 =1 ey R et

Fiir aller > 0 gilt: u"(r) >0 = An der Extremstelle r, existiert ein lokales Minimum.
. . 2 \_o4f

Funktionswert an der Stelle rg: u( ‘/m) =2yn+4

Die Extremstelle lautet ry = 0,748; das lokale Minimum betragt u,;, = 5,345.

(7) Ermitteln des globalen Extremums

Da lin% u(r) =+ und u( ) 5,802 > u(rg) =~ 5,34 gilt, hat der Kanalquerschmtt einen
r—

minimalen Umfang, wenn er die Mafle r = 2 , a= 4 und b= =r besitzt.
Vn+4 » Vn+4 \In +4

Die Querschnittsfldche betrégt wie gefordert 2 m=.
Die Kanalhdhe betrégt 1,4966 m =~ 1,50 m.
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Losungsstrategie zur Bearbeitung von Extremwertproblemen:

(1) Die Grife, die einen fiir die Problemlésung optimalen Wert annehmen soll, wird
mittels einer Funktion (Zielfunktion) beschrieben, in der diese GrifSe als abhdingige
Variable auftritt. Der Funktionsterm enthdilt eine oder auch mehrere unabhdngige
Variablen.

(2) Sind mehrere unabhéingige Variablen in der Zielfunktion, so muss durch Ver-
wendung von Bedingungen (Nebenbedingungen), die sich aus der Aufgabe ergeben,
die Anzahl der unabhdngigen Variablen auf genau eine Variable reduziert werden.
AufSerdem ist unter Beachtung aller Bedingungen der Definitionsbereich der Ziel-

funktion zu formulieren.

(3) Die Zielfunktion wird nun innerhalb des festgelegten Definitionsbereichs auf Extre-
ma untersucht. Das kann analytisch oder (néiherungsweise) grafisch sowie auch
tabellarisch erfolgen.

Zur analytischen Ermittlung werden mithilfe der 1. und 2. Ableitung die lokalen
Extremstellen der Zielfunktion berechnet.

(4) Das die Losung des Problems darstellende globale Extremum wird aus den berech-
neten lokalen Extrema und den Ergebnissen der Untersuchung an den Rindern des
Definitionsbereiches der Zielfunktion abgeleitet.





