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Informationsmaterial: Berechnung von Flacheninhalten (fiir Gruppen 1 - 3)

Auf die geometrische Deutung des bestimmuten Integrals als Inhalt emer Flache wurde bereits hinge-
wiesen (s. Definition E 4). Daraus resultiert die erste Anwendung — die Berechnung von Fléchenin-
halten. Die Vielfalt der méglichen Flichen wollen wir uns systematisch erschliefen.

—  Fléchen unter Funktionsgraphen, die oberhalb oder unterhalb der x-Achse liegen

Wir haben bereits festgestellt, dass fiir eme stetige nichtnegative Funktion f das bestimmte Integral
iiber dem Intervall [a; b] gleich der MaBzahl des Inhalts der Fliache zwischen dem Graphen der Funk-
tion t, der x-Achse sowie den Geraden x = a und x = b (kiirzer: zwischen dem Graphen der Funktion

b
fund der x-Achse im Intervall [a; b]) ist: A= If(x) dx.

Beispiel E 23:

Es ist der Inhalt der Flache zu berechnen, den der Graph
der Funktion f(x) = x° + 3x% — 2x + 3, die x-Achse und
die Geraden x = -3 und x = 1 emschliefen.

f(x):x3+3xz—2x+3

1 4
A= J (x> +3x> - 2x +3)dx = [XI +x7 —x%+ 3}(]_13
-3
=(;+1-1+3)-(5 -27-9-9) f
=325-(-2475)=28 j
Als MaBeinheit fithren wir Flacheneinheiten (FE) ein
(A steht hier und 1m Folgenden also immer nur fiir die
MaBzahl des Flacheninhalts). Ly
Der gesuchte Flacheninhalt betrigt 28 FE. ! o]  x FigE30

Wir wollen nun die Frage kliaren, wie der Flacheninhalt berechnet werden kann, wenn die Funktion £
im Intervall [a; b] nichtpositiv i1st, d.h., wenn die zu berechnende Flidche unterhalb der x-Achse liegt.
Also: Es sei f emne stetige nichtpositive Funktion im Intervall [a; b] v

(s. Fig. E 31). Der Graph dieser Funktion begrenzt ebenfalls zusam- W

) ) . a b
men mit der x-Achse sowie den Geraden x = aund x = b emne Flache. 3 ' ‘ =
Bilden wir die Funktion —f, so ist diese im Intervall [a; b] positiv. ‘ \l\A_J,
b f
Das bestimmte Integral j[ff(x)] dx stellt dann den Flacheninhalt zwi- Fig. E31

a
schen dem Graphen der Funktion —fund der x-Achse im Intervall [a; b] dar. Diese Flache ist flichen-
gleich der in Fig. E 31 dargestellten Fliache — die Flachen liegen symmetrisch zur x-Achse. Nach der
b b
Faktorregel fiir bestimmte Integrale folgt J‘[ff (x)]dx = fjf (x)dx, d. h.. das bestimmte Integral von

a a
fund das bestimmte Integral von —f unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Um aber stets posi-

b
tive MaBzahlen fiir den Flicheninhalt zu erhalten. schreiben wir A = | jf (x)dx]|.
a
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Beispiel E 24:
a) Esistder Inhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funk-
tion f(x) = (x — 3)° — 4 und der x-Achse im Intervall [2: 4] zu 1+ fx) = (x-3)"—4
berechnen (Fig. E 32).
Die Flache liegt unterhalb der x-Achse — wir miissen den
Betrag des entsprechenden bestimmten Integrals berechnen.

4 4
A= |j[(x—3)2—4]dx| — |j(x2_6x+5)dx|

3
= |[% ~3x%+5x]° |

Fig. E 32
= (5 -48+20)-(§ -12+10)| = |-Z | ~7.3
Der Flacheninhalt betragt rund 7.3 FE.
b) Es ist der Inhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funk- )
tion f(x) = x” + 2x und der x-Achse in den Grenzen —1 und 1 y e

zu berechnen (Fig. E 33).

Die Funktion f hat im Intervall [-1: 1] eine Nullstelle. Der

Graph der Funktion f schneidet in diesem Intervall also die x-

Achse — die gesuchte Fliche liegt sowohl unterhalb als auch 1
oberhalb der x-Achse. Aus diesem Grunde wire es hier falsch, _
iiber das gesamte Intervall zu integrieren — man erhielte dann MO 1 X
nidmlich als Resultat die Summe aus emnem , positiven und “1 Fig. E 33
einem ,,negativen” Flacheninhalt. Die

beiden Teilflachen miissen in einem solchen Fall einzeln berechnet werden.

0 1 3 3
A= (2 +29)dx] + [(x* +2x)dx = I +x7] ° | +[5 +x7,
=1l 0

2 4 _ .
=|_z214 Z =
| 3| 3 2

Der Flacheninhalt betragt 2 FE.
¢) Durch den Graphen der Funktion f(x) = x> — 7x + 10 und die x-Achse wird eine Fliche voll-
standig begrenzt. Der Inhalt dieser Flache ist zu berechnen.

(1)Um die Integrationsgrenzen zu ermitteln, zwischen (2) Skizze:
denen das bestimmte Integral zu berechnen 1st, miis- v i
sen die Nullstellen der Funktion f bestimmt werden. L fx)=x"-Tx+10
fx)=0=x> 7x+ 10 \ /

Mittels der Losungsformel fiir quadratische Glei- . I 1 -

chungen (oder in dem vorliegenden einfachen Fall !
auch nach dem VIETAschen Wurzelsatz) erhalten wir
als Nullstellen x;,=5 und x,=2. + Fig. E 34

(%)Flachenberechnunﬁ
_|j(‘( —7x+10)d‘<|—\[ 2x2+10x]5|

|(1zs 175+g0) (_ 22_8+20)|:|—4,5\:4,5

Der Flacheninhalt betriagt 4.5 FE.
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d) Es ist der Inhalt der Flache zu bestimmen, die der Graph (2) Skizze: y,
der Funktion f(x) = x*— 5x? + 4 und die x-Achse vollstin-
dig begrenzen.

Wir gehen nach derselben Schrittfolge wie in Aufgaben-

teil ¢) vor.

(1)Bestimmen der Integrationsgrenzen (Nullstellen):
fx)=0=x*-5x>+4
Durch Substitution x> = z und Lésen der quadratischen
Gleichung erhalten wir Xy, =+2 und x5, ==l

A f(x)=x4—5x2+4

;gj‘

Fig E 35

(3)Flachenberechnung:
Der Skizze kann man entnehmen, dass sich die Gesamtfliche aus drei1 Teilflichen zusam-
mensetzt:
A=A +A,+ A,
Wir berechnen die Teilflichen:

-1 s
= [t -5+ hydx| =[5 - 30 +4x] 7] | = |-147] = 1.47

L 5
= [t rdydx =% - 57+ 4x] ] =507

A3=A =147 (wegen Symmetrie)

A =147+507+147=801
Der Flacheninhalt betragt rund 8 FE.

Die Beispiele zeigen: Bei der Berechnung des Inhalts von Flidchen, die von Graphen stetiger Funk-
tionen und der x-Achse vollstindig oder in gegebenen Grenzen eingeschlossen werden, sind
zuniichst die Nullstellen dieser Funktion zu berechnen, um dann entscheiden zu kénnen, welche
Lage die Flachen beziehungsweise die Teilflichen beziiglich der x-Achse haben. Liegen Nullstellen
m Intervall, so erfolgt ein Lagewechsel der Flachenstiicke hinsichtlich der x-Achse und die Gesamt-
flaiche muss _ stiickweise™ berechnet werden.

Beispiel E 25:

Der Graph der Funktion f(x) = 0.5 (x> — 6x> + 9x — 1) und die x-Achse begrenzen eine Fliche
vollstandig. Der Inhalt dieser Fliache ist unter Verwendung eines GTA zu ermitteln.

Zur Berechnung von Flicheninhalten mit dem GTA kann man wie im Beispiel E 24 vorgehen:
(1) Funktion zeichnen

(2) Nullstellen ermitteln

(3) Inhalt der Flachenstiicke zwischen je zwei Nullstellen berechnen

(4) Betrige der Flacheninhalte addieren
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Fig. E 36 gibt einen mittels der Zero-Funktion ermittelten Naherungswert fiir die erste Nullstelle
an: x; = 0,1206. Analog erhdlt man x, = 2,.3473 und x3 = 3,5321. Daraus lassen sich die Inhalte
der Teilflichen A; = 2, 114 (FE) bzw. A, = [-0.391 |(FE) und somit A = 2.5 (FE) ermitteln.
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Fig. E 37

Fig. E 38

Natiirlich hédtte man auch analog zu Beispiel E 24 d) vorgehen und dazu eingeben kénnen:

2.,3473
A=
0,1206

3.5321

2.3473

— Fldchen, die zwischen zwei Funktionsgraphen liegen

Beispiel E 26:

[ 03567 -6 +9x-1dx+ | [ (0.5 —6x7+9x—1))dx|

Die Graphen der Funktionen f(x) = (x — 4)> + 1 und g(x) = — x + 7 schlieBen ein Flachenstiick
ein. Der Inhalt dieser Flache soll ermittelt werden.

(1) Skizze (Fig. E 41):

(2) Bestimmen der Integrationsgrenzen: N\
Die Integrationsgrenzen ergeben sich hier aus
den Schnittpunkten der Graphen der Funktionen
fund g. Die Abszissen der Schnittpunkte sind die
Integrationsgrenzen. Wir bestimmen die Abszis- 4

sen:

f(x) = g(x), also (x—4)>+1=—x+7.

Daraus folgt:

28 +17=-x+7 bzw.

2 - T7x+10=0. LT

N

fx)=(x-4)+1

gx)=—=x+7

Diese Gleichung hat die [.ésungen I

x;=2 und x,=5.

o'

(3) Ermitteln des Flacheninhaltes:
Der Inhalt der Flache zwischen den Graphen der Funktionen f und g ist die Differenz der
Inhalte der Flachen unter den Graphen der Funktion g bzw. f. Also:

A= :’[(fx + T)dx - [((x - 47+ Ddx =
2 2

und damit:

5 3
A= [(=x"+Tx-10)dx = %
2

5

2

7.2 5 9
+Ix*_10x]° =2
2 1 ]2 2

Bl X, N x

Fig. E 41

flx+7) = ((x =4 + D]dx (nach SatzE 11)

Die Flache zwischen den beiden Graphen hat einen Inhalt von 4.5 FE.

Diese Vorgehensweise zur Berechnung des Inhaltes der Fliche zwischen zwei Funktionsgraphen soll

nun verallgemeinert werden:
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Es seten f und g zwei stetige und 1m Intervall [X,: x,] nichtnegative Funktionen mit f(x) > g(x) fiir
alle x zwischen x| und x, sowie f(x) = g(x,), f(x,) = g(x,) (s. Fig. E 42a/b).

£
y o y .
1 1
F
— f T = —4 | |I =
ol x1 %, x Fig F 42a ol x 1 , X Fig E42b

Dann gilt fiir die Inhaltsmal3zahl der von den Graphen beider Funktionen im Intervall [x,: x,] einge-
schlossenen Fliche

X, X, X,
A=A -A,= j f(x)dx — j o(x)dx = j [f(x) — g(x)]dx.
X1 Xl Xl

Dieser Weg der Berechnung von Flachenstiicken zwischen Funktionsgraphen ist unabhéngig von der
Lage der Flachenstiicke beziiglich der x-Achse, wie sie in den Fig. E 43a — ¢ dargestellt sind.

¥ g y ¥y
f 1 P Y 5 %
IS B S (T Vi ol T2, =
& f, -
Fig. E 43a Fig. E 43b Fig. E 43¢ b

Liegt die Fldche teilweise oder vollstindig unterhalb der x-Achse, kann durch eine Verschiebung in
Richtung der y-Achse die Fliche M, oder M3 mit M| zur Deckung gebracht werden. Diese Verschie-
bung ldsst die Schnittpunktsabszissen (Integrationsgrenzen) x; und X, unverandert. Die Gleichungen
der Funktionen g; unterscheiden sich untereinander um denselben konstanten Summanden wie die

der entsprechenden Funktionen f;. Dieser Summand hebt sich dann be1 der Differenzbildung im Inte-
granden auf. Deshalb gilt:

[ T80 - 21(0Tdx = [ [0~ eal0dx = [ [£509) - 23(0]dx

Auf die o. g. Voraussetzung beziiglich der GroBe der Funktionswerte von fund g bzw. der gegensei-
tigen Lage threr Graphen kann man verzichten, wenn mit dem Betrag des Differenzintegrals gear-

X,
beitet wird: A = | j[f(x) - g(x)]dx|

Xy

Beispiel E 27:
Es ist der Inhalt der Fliche zwischen den Graphen der nachfolgend angegebenen Funktionen
und g zu berechnen.
a) f(x)=0.5x*—1 und g(x)=-(x—1)>+2
(1) Integrationsgrenzen (Abszissen der Graphenschnittpunkte):
f(x)= g(x). also 0.5x* — 1 =—(x — 1)> +2
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2_4 _ 2
Daraus folgt x —E‘(—i 0 mit x; 3-%2

(3)Fldcheninhalt:
A = | 1160 - e(ds|

[0.5%x% — 1 — (—(x — 1) +2)]dx]|

>
Il

(2 —2x-2)dx|= |[ X —x?-2x]

‘MIN 35

uJN“—ﬁ“ who=—"m wulw

_ , 4 128
= |4-4-9- (£ -1+ 1=
Der Flacheninhalt betrigt rund 474 PE.
b) f(x)=1x>— i‘x und g(x) = %xz +2x

(1) Integratlonsgrenzen:

_ 1.3 4 1.2, 2
X) = X ). als -2 - = =F =
f(x) = g(x), also IX - 3X T 3xTH X

Daraus folgt x° —x*—6x=0=x(x*-x-6)=0,
also x| =0 oder X2-Xx-6=0

x? —x—6 =0 hat die Lésungen x, =—2 und x5 =

Wir sehen also: Die Graphen der beiden Funktio-
nen schneiden einander in mehreren Punkten.

Es entstehen zwischen den Graphen mehrere Teil-
flachen. die einzeln zu berechnen sind.

=2

g(x) =

flx)=1x' - ¥x i

(2) Skizze: y

LK Mathematik 12

(2) Skizze:

y fx)=05x -1

%XL-F%X.H 1+
O

1.3 4 1.2 2
3X —3X—3X —§X)dx\

(3) Flacheninhalt:
A =A[+A, alsoA= j [f(x) — g(x)]dx + \j [f(x) — g(x)]dx]|
-
A= j( Xz——‘{)d‘( A, =
A= j( — 1x?-2x)dx A, =
B 5x ¥ -

0 (1648 gy-16
O—(z+t5-M=3
_ 16, 21 _ 253
ATT I TR
Der Flacheninhalt betrdgt rund 7 FE.

1 4 1.3 293
G ~5% ~xl
8127 a2
p-g-9-0=1-21=5
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¢) fix)=/2x+1 und gix)= X -2x2+2
(1) Integrationsgrenzen:
Der GTA gibt als Schnittpunktsabszissen an:  x; = 0,6063 (Fig. E 46), x, = 2,062.
(2)Flacheninhalt:
Der Inhalt der Fliache, die im Grafikbildschirm mittels (Math) (Shade) schraf-
fiert wurde (Fig. E 47). betragt A = 1,07 (FE) (Fig. E 48).
i L [ o e = ot ace [Redr aphlnath or au] - ¢ <A1 gebr slcatclotherPrantofciesr a-z.

/-J_ /_
] o 2082 (T - (x® - 2-x2 + 2J)ax
1.06833
Xetehegsh uct1.48755 X 32Fx"2+23 X, 0.6063,2.062)
HMAIN DEG RFFRDZ FUNC MiEIN DEG AFFRON FUNC MﬁIN DEG RPFRDY
Fig. E 46 Fig. E 47 Fig. E 48
Ahnlich wie im Beispiel E 25 kann man auch hier noch einen anderen  [F, 75, . ofier or o to|otear -z
Berechnungsweg wihlen (Fig. E 49):
g g ( 8 . ) =Define flx)=[Z-x+1 Done
(1) Funktionen f(x) und g(x) definieren 8 Define 9(x) =x3 = 2-xZ+2 Done
(2) Schnittpunktsabszissen der Graphen von f und g mit so/ve () " Solvet 00 = 200 0,062 or x = 606798
ermitteln | ;06508 (70 - 3t 1.06033
(3) Inhalt der eingeschlossenen Fliche berechnen 1.0683277796611
Fig. E 49
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