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Berechnung von Thema 1:
Fldcheninhalten Fldchen unterhalb der x - Achse

Flachen unterhalb der x-Achse

In den bisherigen Betrachtungen zur Berechnung der Inhalte von Flachen zwischen
Graphen von Funktionen und der x-Achse wurde stets davon ausgegangen, dass diese
Flachen vollstindig ,oberhalb“ der x-Achse liegen.

Anhand des obigen Beispiels wurde deutlich, dass man auch Inhalte von Flachen er-
mitteln kann, die ,unterhalb” der x-Achse liegen, indem man fiir das entsprechende
Intervall den Betrag des bestimmten Integrals berechnet. Liegen Teile der Flache ober-
halb und andere unterhalb der x-Achse, so miissen die Inhalte der entsprechenden
Teilflichen gesondert bestimmt und anschlieflend addiert werden.

Fiir Flachen unterhalb der x-Achse gilt:

Es seien f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion und F die zugehérige Stamm-
funktion. Im Intervall [a; b] gelte fiir die Funktionswerte f(x) < 0. Dann gilt fiir
den Flicheninhalt A zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse im
Intervall [a; b]:

b
A=| [ I - | FQIL; | = IF () - F(a)]

Gegeben ist die Funktion fmit f(x) = -0,5x2. Es soll die
in der Abbildung markierte Flache berechnet werden. Y
Da die Flache unterhalb der x-Achse liegt, rechnen wir
mit dem Betrag des bestimmten Integrals.

2 2 1+
= E3en| - -4 - (42 (40l -T2 -
Der Flicheninhalt betréigt 3 FE.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x* + 4x% - 5. Gesucht ist der Inhalt der Fliche, die
) der Graph der Funktion f mit der x-Achse vollstindig einschlief3t.
Da diese Flache unterhalb der x-Achse liegt, ist der

Betrag des bestimmten Integrals zu ermitteln. \
Die Integrationsgrenzen entsprechen den Nullstellen
von {. Mittels GTR oder CAS erhalten wir dafiir xp =1
und xg, = -1. Fiir den Flacheninhalt gilt somit:

[Lx5+-4x3 - 5x] |

A=

1
-1

f(x4 +4x%-5)dx
23

21550 (HF 0P ) |12 2

Der Flicheninhalt betriagt % FE.
Hinweis: Aufgrund der Achsensymmetrie des Graphen von f beziiglich der y-Achse
liefe sich der Flaicheninhalt vorteilhaftals A= A_ll =2 A(l) berechnen.
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Berechnung von Thema 2:
5 ) S Flachen oberhalb und unterhalb der
Flacheninhalten

x - Achse

Flichen oberhalb und unterhalb der x-Achse
Der Inhalt der Flache zwischen dem Graphen der \ A /
T f

Funktion f mit f(x)=2x%-3x-2 und der x-Achse soll "

im Intervall [-1; 0] berechnet werden. & 0 s &
Da der Graph von fin [-1; 0] eine Nullstelle hat, befindet \\—/
sich ein Teil der zu berechnenden Flache oberhalb, ein

anderer Teil unterhalb der x-Achse. Integrieren wir iiber
dem gesamten Intervall [-1; 0], wird von der betragsmaf3ig grofieren Fliche die kleinere

abgezogen. Deshalb miissen die Inhalte beider Teilflichen einzeln berechnet und an-

schlieflend addiert werden. Die interessierende Nullstelle liegt bei —%.
1

[5°-5-2],

A=_j:(2x2-3x-2)dx+ i(2x2—3x—2)dx =[§x3-gx2-2x]:f+

G434 -2 4)- B3 2c)
P3P -20)- B0 302 -Ee [ 2]-3

Der gesuchte Flacheninhalt betriigt% FE.

Hinweis: Da das bestimmte Integral fiir Flachen oberhalb der x-Achse stets positiv ist,
konnen die Betragsstriche bei der Berechnung dieser Teilflichen weggelassen werden.

Das am vorigen Beispiel demonstrierte Vorgehen wendet man auch an, wenn der
Graph der Funktion im betrachteten Intervall mehrere Nullstellen besitzt.

Es soll der Inhalt der Flache berechnet werden, die der y4
Graph der Funktion f mit f(x) = x*+10x* -9 und die 104
x-Achse vollstiandig einschliefien. 54

xy

und andere Teile unterhalb der x-Achse liegen, weshalb
die Inhalte der Teilflichen einzeln berechnet und ad-
diert werden miissen.

Wir erkennen, dass auch hier Teile der Fliche oberhalb / | 1\ / "
-\ | f \

Zur Ermittlung der Integrationsgrenzen werden die Nullstellen der Funktion rechne-
risch oder grafisch bestimmt. Man erhalt xo =-3, Xp,=-1, X, =1 und x5 =3.

=3 3
A=[(x*+10x*-9)dx + + [(x* +10x% - 9)dx
-3 1

[(x*+10x* - 9)dx

i | 1
=[—lx5+mx3—9x] + [—lx5+Ex3—9x] +[—lx5+mx3—9x]3
5 g 2 B g 5 B :
_304 | 176 |, 304 _784
TaE2R 15 ) 35 15

Der Flicheninhalt betrdgt rund 52,3 FE.
Hinweis: Auch hier wiire die vorteilhafte Rechnung A=A3, =2 Ag moglich.
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Berechnung von
Fldcheninhalten

Thema 3:
Flachen zwischen Funktionsgraphen

i

Flachen zwischen zwei Funktionsgraphen

Im zweiten Beispiel auf Seite 74 wurde nach dem Inhalt einer Flidche gefragt, deren
obere und untere Begrenzung naherungsweise durch Funktionen beschrieben wurde.
Das mathematische Problem besteht jetzt darin, die Fliche zwischen den Graphen
zweier Funktionen in einem Intervall [a; b] zu ermitteln. Ein solches Problem ist 16sbar,
indem man von der Fliche, die die ,,obere” Randfunktion mit der x-Achse einschlief3t,
die Fliche subtrahiert, die die ,untere” Randfunktion mit der x-Achse einschlief3t.

Yi Yi y
f f f
1 g 1 g g
14 nd 1
ol G & e O kb 0§ e Dy T B
b b b b
A, = [f(x)dx Ay = [g(x)dx A=A;-Ay= [f(x)dx- [g(x)dx
Effektiver ist es jedoch, zunéchst die Differenz aus :
yoberer Randfunktion” und , unterer Randfunktion®, 7 £
also d(x) =f(x) - g(x), zu bilden und diese dann iiber
dem Intervall [a; b] zu integrieren:
b L
A= [[f() - g ()] dx 5 -t I
a X
g/a/ b

Dieses Vorgehen fiihrt auch dann zum Ziel, wenn f oder

g im Integrationsintervall [a; b] Nullstellen besitzen.
Hinweis: Das Priifen, welches obere bzw. untere Randfunktion ist, kann entfallen,
wenn mit dem Betrag des Integrals gerechnet wird.

Es seien fund g in [a; b] stetige Funktionen mit f(x) > g (x) fiir alle x € [a; b].
Fiir den Inhalt der Fliche, die durch die Graphen der Funktionen fund g sowie
die Geraden x=a und x = b begrenzt wird, gilt:

b b b
A=[f(9dx- [g(x)dx= [[f(x) - g(x)] dx

Es soll die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f mit f(x) =0,5x+2 und
gmit g(x)= e?-1 jm Intervall [-2; 0] berechnet werden.
Daim Intervall f(x)>g(x) gilt, ist f obere und g untere Randfunktion. Es gilt:

0
0
A:J(O,5x+2—e2x‘l)dx:[0,25x2+2x—%ezx‘1]
-2 -2

-3) =282

- (0,25-0%+2-0-1e20-Y) - (0,25-(-2)2+2-(-29) - Le? DY =L _[&

Der Flacheninhalt betrdgt 2,82 FE.




